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Критериальная задача ре-
шается путем нахождения ха-
рактеристического или крите-
риального уравнения. В данной 
работе проводится решение та-
кой задачи для электрического 
двигателя постоянного тока. По-
казано последовательное выве-
дение критериального уравне-
ния и построение картины маг-
нитного поля электродвигателя 
модели ДК‑117ДМ. И на примере 
этого двигателя показана по-
строенная двухмерная модель 
и проведен расчет индукции 
магнитного поля в воздушном 
зазоре. Этот тип тягового элек-
тродвигателя установлен на под-
вижном составе метрополитена 
серии 81-717/81-714. Двигатель 
имеет четыре явно выражен-
ных главных полюса и четыре 

дополнительных полюса. Номинальное 
напряжение двигателя – ​375 В. Модель 
электродвигателя представлена на рис. 1.

Согласно [1] необходимо выделить 
основные переменные величины иссле-
дуемого объекта для проведения расче-
тов, связанных с моделированием. Боль-
шинство расчетов проводится согласно 
машинной постоянной Арнольда – ​из-
вестной зависимостью среди проекти-
ровщиков электродвигателей [2, 9, 10]. Эта 
постоянная показывает отношение между 
следующими переменными величинами 
в электродвигателе

	 (1)
где D – ​диаметр якоря электродвигателя 
постоянного тока, м;

lδ – ​расчетная длина магнитопрово-
да, м;

Ω – ​синхронная угловая скорость, 
рад/с;

P' – ​расчетная мощность, ВА.
Если определить зависимость посто-

янной Арнольда от расчетной мощности 
СА = f(P'), можно получить базовые за-
висимости для расчетов разных электро-
двигателей. В то же время, как известно, 
машинная постоянная Арнольда не явля-
ется константой и зависит от целого ряда 
факторов, таких как напряжение, электро-
магнитные нагрузки, система охлаждения, 
изоляция и т. д. Например, с увеличением 
электромагнитных нагрузок машинная 
постоянная будет уменьшаться.

Таким образом становится очевидно, 
что геометрические размеры двигателя 
являются важными для составления ха-
рактеристического уравнения. В свою 
очередь, наиважнейшим физическим 
параметром тягового электродвигателя 
является величина воздушного зазора 
как элемента участка магнитной цепи 
с наибольшим сопротивлением, хотя сам 
воздушный зазор относительно главных 
размеров машины ничтожно мал. Для 
участка цепи в воздушном зазоре (участок 
с наивысшим магнитным сопротивлением 

Особенности расчета магнитного поля 
электрических машин

// Сharacteristics of the calculation of electric machine’s magnetic field //

Глущенко М. Д., д. т. н., доцент, 
Горюнов И. О. 
Российский университет транспорта (МИИТ), Москва

При проектировании электродвига-
теля постоянного тока необходимо 
выделить основные переменные 
величины, которые необходимы для 
проведения первоначальных расчетов 
или моделирования. Большинство 
расчетов проводится согласно ма-
шинной постоянной Арнольда. Одним 
из вариантов характеристического 
расчета электродвигателя, исходя из 
его физических параметров, является 
получение критериального уравнения 
или решение критериальной задачи. 
Наиболее ответственным элементом 
двигателя является воздушный зазор. 
Расчет индукции магнитного поля 
в воздушном зазоре – ​один из важных 
этапов при проектировании тягового 
электродвигателя.
Ключевые слова: ДК‑117ДМ, критери-
альное уравнение, индукция магнитного 
поля, постоянная Арнольда.

It is necessary to identify the main vari-
ables during the design process, that are 
essential for initial calculations or simu-
lations. Most of the calculations are ac-
cording to Arnold’s coefficient. One of the 
variants of the characteristic calculation of 
the electric motor based on its physical pa-
rameters is obtaining the criterial equation 
or another name criterial task. The most 
important element of the engine is the air 
gap. One of the most important stages 
during the design of the electric motor is 
the calculation of the magnetic induction 
in the air gap.
Keywords: DK‑117DM, criterial equation, 
magnetic induction, Arnold’s coefficient.

Рис. 1. Модель электродвигателя постоянного тока 
ДК 117 ДМ:
1 – ​остов; 2 – ​сердечник главного полюса;  
3 – ​обмотка якоря; 4 – ​продольный воздушный канал; 
5 – ​катушка обмотки возбуждения главного полюса; 
6 – ​сердечник якоря; 7 – ​сердечник дополнительного 
полюса; 8 – ​катушка обмотки возбуждения 
дополнительного полюса
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[4]) учитываются многие факторы, напри-
мер, зубчатость якоря, длина воздушного 
зазора. Поэтому для участка магнитной 
цепи в воздушном зазоре вместо длины lδ 
вводится буквенное обозначение δв

,	 (2)

где Kδ – ​коэффициент зубчатости якоря;
δ – ​величина воздушного зазора, м.
Согласно машинной постоянной 

образуется связь между размерами 
машины и электромагнитными нагруз-
ками. При предварительном расчете 
конструкторы выбирают индукцию 
в воздушном зазоре B и линейную на-
грузку А. Индукцию в воздушном зазоре 
определяют по формуле [10]

,	 (3)

где Фm – ​магнитный поток, Вб;
αδ – ​расчетный коэффициент полюс-

ного перекрытия;
τ – ​полюсное деление.
Для составления габаритного расчета 

определяются либо основные размеры 
двигателя, либо руководствуются отноше-
нием длины якоря, в зависимости от типа 
электродвигателя, к его внешнему или 
внутреннему диаметру статора λ [5]. При 
проектировании первых электрических 
машин устанавливалась взаимозависи-
мость между главными размерами, поэто-
му выбор их определялся на основании 
технических рекомендаций. При проекти-
ровании необходимо учесть следующие 
особенности между главными размерами 
электродвигателя: с увеличением длины 
якоря увеличивается и общая длина ма-
шины, но при этом, исходя из зависимости 
λ, уменьшается диаметр лобовой части 
двигателя, соответственно, большая длина 
магнитной цепи расположена под магни-
топроводом – ​это способствует увеличе-
нию КПД машины и снижению момента 
инерции якоря. В то же время ухудшаются 
условия охлаждения и коммутации тягово-
го двигателя [2]. В соответствии с машин-
ной постоянной Арнольда при увеличе-
нии электромагнитных нагрузок или, что 
является следствием, с ростом линейной 
нагрузки будет лучше использоваться объ-
ем якоря. Единственным препятствием 
к этому является рост нагрева токоведу-
щих частей внутри электродвигателя, это 
в свою очередь приводит к ухудшению 
коммутации и проблемам с теплоизоля-
цией, т. е. ограничение связано с классом 
нагревостойкости изоляции.

После приведенного анализа тягово-
го электродвигателя составлен список 

характеристических элементов, с помо-
щью которых можно описать электро-
магнитные процессы и взаимодействия 
основных элементов электродвигателя. 
Для нахождения критериального урав-
нения необходимо воспользоваться 
найденными характеристическими 
элементами. Такими элементами будут: 
магнитный поток Ф, Вб; величина воз-
душного зазора δ, м; магнитная индук-
ция в воздушном зазоре Вδ, Тл; магни-
тодвижущая сила F, А.

В таблице 1 показаны в структурном 
виде в удобной форме записи выделенные 
параметры – ​характеристические эле-
менты для электродвигателя постоянного 
тока – ​и указаны формулы размерностей 
параметров. Размерности имеют клас-
сическую форму записи, поскольку при-
званы отображать как механические, так 
и электромагнитные зависимости, имеют 
вид [L, M, T, μ] (длина, масса, время и маг-
нитная проницаемость соответственно). 
Порядок выбора именно такой формы 
записи есть во многих источниках, в част-
ности [6].

После записи таблицы 1 составляется 
полная таблица размерностей (таблица 2). 
В ней описание физических параметров 
происходит с помощью формул размер-
ности, которые имеют при этом только 
условные обозначения: строчки табли-
цы – ​это параметры, их число равно 4, 
m = 4; столбцы – ​число основных единиц 
измерения, q = 4, они образуются показа-
телями степени при основных единицах 
измерения, значениями L, M, T, μ. На 
основании таблицы 2 создается полная 
матрица размерностей с рангом 4. Число 

независимых параметров равняется числу 
ранга, k = 4 [3, 11].

При заданных параметрах рассма-
триваемой системы (электродвигатель 
постоянного тока) для применения те-
ории подобия необходимо иметь один 
критерий подобия или безразмерный 
комплекс – ​П‑переменную. Для решения 
составляется матрица

Для определения выражений крите-
риев подобия необходимо перегруппи-
ровать зависимость в следующую запись:

.	 (4)

Затем получена форма записи пара-
метров после перегруппировки и замены 
параметров их принятыми буквенны-
ми обозначениями. Исходная формула 
для определения критериев подобия 
в общем виде

.	 (5)

Таким образом, взяв фундаментальное 
решение матрицы за основу, выводятся 
итоговые степени параметров

.	 (6)

После определения значений вы-
ражения для критериев подобия, осно-
вываясь на форме записи, указанной 
выше, П‑переменная записывается как 
произведение каждого из параметров 
и  группы независимых параметров 

Физическая величина –
параметр

Обозначение Формула 
размерностиПринятое Условное

Магнитная индукция в воздушном зазоре Bδ X1 L  M  T –1μ

Магнитодвижущая сила F X2 L  M  T –1μ

Величина воздушного зазора δ X3 L

Магнитный поток Φ X4 L  M  T –1μ

Параметр
Размерность

L M T Μ

X1 - 1

X2 -1

X3 1 0 0 0

X4 -1

Таблица 1. Размерности переменных величин

Таблица 2. Таблица размерностей
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в соответствующих степенях. Выведен-
ный критерий подобия в условных обо-
значениях

	 (7)

Получен безразмерный комплекс. Рас-
чет был произведен согласно П‑теореме 
Бэкингема, число безразмерных комплек-
сов равно разности между существенны-
ми физическими величинами и первичны-
ми величинами. Для удобного дальней-
шего расчета полученный безразмерный 
комплекс возводится в степень 2. Таким 
образом, общее выведенное выражение 
критерия подобия будет иметь следующий 
вид согласно [7]:

	 (8)

Составление критериального 
уравнения

Так как в данном случае решается за-
дача обоснования выбора характери-
стических элементов применительно 
к тяговому электродвигателю постоян-
ного тока, то наиболее существенной 
величиной, характеризующей магнитное 
поле, будет магнитодвижущая сила МДС 
якоря FЯ, FГП, FДП главных полюсов и до-
полнительных полюсов. Применение ме-
тодов теории подобия и анализа размер-
ностей показывает, что магнитное поле 
в любой точке сечения электродвигателя 
постоянного тока в установившемся ре-
жиме характеризуется функциональной 
зависимостью между безразмерными 
величинами

.	 (9)

где	

Для проведения исследования най-
денных критериальных зависимостей 
применен численный метод решения 
уравнений Пуассона. Расчет и построение 
картины магнитного поля был проведен 
на программе Faradei для ПК, которая про-
водит необходимые вычисления в двух-
мерной системе координат. Программный 
код написан на языке Ассемблер для сре-
ды Windows и рекомендуется авторами 
как элемент программного обеспечения 
для расчета модели электродвигателя. 
Расчеты картины магнитного поля элек-
тродвигателя выполнены в соответствии 
с теорией планирования экспериментов 
[12]. Поэтому в результате расчетов про-
водилось варьирование независимых 
переменных критериального уравнения 
П1, П2, П3. Результаты каждого расчета 
были сгруппированы и представлены 
в форме таблицы. При этом один из 
критериев подобия является функцией 
других критериев, и поэтому выполня-
ется перегруппировка выражения при 
соблюдении независимых критериев по-
добия. Для определения конкретного 
вида уравнения принимаются во внима-
ние особенности критериальных зави-

симостей. Как привило, 
критериальное урав-
нение представляется 
в виде произведения 
степенных функций 
[13], которые обычно 
представляются в виде 
произведения степен-
ных функций от неза-
висимых критериев

, (10)

где Aij, aij, bij, cij – ​постоянные, зависимые 
от рассматриваемой точки модели; i, j – ​
номера элементов сечения модели.

Следовательно, магнитная индукция 
на основе критериального уравнения 
в любой рассматриваемой точке, исхо-
дя из изложенного, будет определяться 
следующим образом:

. (11)

Как было сказано, анализ размер-
ностей позволяет найти безразмерные 
комплексы, которые описывают принци-
пиальные отношения или зависимости 
в том или ином процессе (объекте). По-
сле составления критериальное урав-
нение принимает следующий оконча-
тельный вид:

. (12)

Таким образом, основываясь на те-
ории магнитного поля, можно охарак-
теризовать выражение в скобках кри-
териального уравнения как отношение 
магнитодвижущей силы якоря, главных 
полюсов и дополнительных полюсов. Или 
еще более упрощенно – ​как отношение 
характеристик магнитного поля в одной 
точке измерения к магнитному полю, из-
меренному в другой точке, т. к. индукция 
магнитного поля является основной фи-
зической величиной, характеризующей 
магнитное поле в каждой его точке [8].

Для нахождения значения индукции 
магнитного поля в воздушном зазоре 
необходимо провести расчет магнитного 
поля электродвигателя. При решении диф-
ференциального уравнения для вектор-
ного магнитного потенциала используют 
численные методы расчетов на основании 
уравнения Максвелла. По результатам 
расчетов, проведенных на построенной 
модели электродвигателя ДК‑117ДМ для 
электропоезда 81-717/81-714, получена 

Рис. 2. Магнитное поле обмотки якоря, главных 
и дополнительных полюсов и распределение индукции

Рис. 3. График распределения индукции магнитного поля в воздушном 
зазоре
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картина магнитного поля в виде распре-
деления магнитных силовых линий.

На рис. 2 показано магнитное поле 
электродвигателя постоянного тока, об-
условленное токами обмотки якоря, токами 
обмотки возбуждения главных и дополни-
тельных полюсов, индукцией магнитного 
поля в зазоре между якорем и сердечником 
главных и дополнительных полюсов.

На рис. 3 показан график распреде-
ления индукции магнитного поля в воз-
душном зазоре, полученный при прове-
дении экспериментальных расчетов (при 
возбуждении обмотки якоря, главного 
и дополнительного полюса вместе, по 
отдельности и во всевозможных соче-
таниях – ​всего 8 расчетов). На оси OX 
в развернутом виде представлена линия 
окружности, разделенная на 360 градусов, 
проходящая вдоль воздушного зазора 
между якорем и сердечниками главных 
и дополнительных полюсов. Ось OY ха-
рактеризуют значения распределения 
магнитной индукции. Сами значения 
найдены экспериментально в условных 
величинах. Единица измерения магнит-
ной индукции – ​Тл. Однако и в таком виде 
полученные значения не противоречат 
расчетам критериального уравнения, по-
скольку П‑переменные являются безраз-
мерными величинами.

Выводы
Проведен анализ двигателя постоян-

ного тока ДК‑117ДМ. Найдены характе-
ристические параметры электродвига-
теля, на основании которых получены 
безразмерные комплексы П0, П1, П2, П3. 
Составлено критериальное уравнение, 
характеризующее двигатель постоянного 
тока. Кроме этого, была построена двух-
мерная модель электродвигателя и про-
веден расчет индукции магнитного поля 
в воздушном зазоре.
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